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ÉNONCÉ 


OBJECTIFS DU PROBLÈME. 


Le problème a pour objet l'étude de certaines solutions de l'équation différentielle linéaire du 
second ordre (E,) 


(Œ) y" = xy. 


Dans la première partie, on montre que toutes les solutions réelles de (E;) sont développables 
en série entière, et l’on construit des suites de polynômes approchant une solution uniformément sur 
tout intervalle fermé et borné deR. 


Dans la deuxième partie, en comparant l'équation (E,) à une autre équation dont les solutions 
sont connues, on {décrit le comportement oscillatoire des solutions de (E,) dans ]— , O[. 

La troisième partie enfin est consacrée à l'étude du comportement asymptotique au voisinage de 
+ oo d’une solution de (E,) définie au moyen d’une représentation intégrale. 

Ces trois parties sont largement indépendantes. 


PREMIÈRE PARTIE. — CONSTRUCTION DE SOLUTIONS DE (E,). 


1° Solutions de (E,) développables en série entière. 


a) Montrer qu'il existe une solution unique de (E,;), notée A, telle que A(0) = 1 et A’(0) = 0. 
Montrer de même qu’il existe une solution unique de (E,;), notée B, telle que B(0) = 0 et 
B'(0) = 1. 


b) A quelles relations doit satisfaire la suite réelle (u,),.N pour que la somme x — y(x) de la 
série entière 


œo 
aux" 


n=0 


dont le rayon de convergence R est supposé a priori non nul, soit solution sur ]— R, + R[ de 
l'équation (E,). 

c) Montrer que les fonctions À et B sont développables sur R en série entière; on écrira ces 
séries entières sous la forme 


> ax" (rep > br) | 


n=0 n=0 


et l'on exprimera les coefficients a, et b, à l'aide de n et des nombres a, (resp B,) définis par 
de = B = 1 et, pour n > 1, par 


2 (Ye) (-) 
(fe fs) 


d) On désigne par À l’ensemble des solutions réelles de (E,) sur R. Montrer que À est un sous- 
espace vectoriel de l’espace des fonctions réelles développables en série entière sur R, et donner une 
base de ce sous-espacæ vectoriel. 


2° Équivalence de (E,) et d’une équation intégrale. 
a) Soit f une fonction continue sur R. Montrer que, pour tout nombre réel x, on a 


[ ([ uf(c) a) du = [re — t}f(t) dt. 


OPA 


5) En déduire que toute solution x + y(x) de l'équation (E;) telle que y(0) = D, et y'(0) = D,, 
où D, ct D, sont des récls donnés, vérifie sur R Ja relation (1) 


(1) y(x) > D, + D,x + [re — t)y(0 de. 


c) On suppose que x —+ y(x) est une fonction continue sur R vérifiant la relation (1) pour des 
valeurs particulières des réels D, et D,. Prouver que y cest solution de (E,). 


3° Approximation des solutions de (E,). 


Soit D, et D, deux ConsStantes réelles données et P une fonction polynomiale donnée. On considère 


a 


la suite (U,);en de fonctions réelles définies sur R par 


U,(x) = P(x) 
et, pour tout n > 0, 


Us: (x) = D, + Dix + [re — DU, (0) dr. 


0 


a) Déterminer la suite (U,) dans chacun des deux cas particuliers suivants : 


P(x) = 1, D, = 1, D, =0, 
P(x) = x, D, = 1, D, = 1. 
Montrer que,, dans chacun de ces cas,.la suite (U,) Converge uniformément sur tout intervalle 
fermé [a, b] vers une solution de (E;) que l'on précisera. 
b) Revenant au cas général, où P(x) est une fonction polynomiale arbitraire et D, et D, deux 
récls donnés quelconques, on POSe, y étant un nombre réel positif fixé, 
Sup {U,() — U, (|, 1e [— +, + = Xk 
En exprimant U,.,(x) — U,(x) en fonction de U, (x) — U,-_,(x) et en utilisant une récurrence, 
Prouver que, pour tout entier n > 0 et pour tout x de [— y, + y}, on a 
IU,41(x) + U,(x)| < Ka, 1x{°" 
où les nombres a Sont cœux définis dans la question 1° c). 


c) Déduire de ce qui précède que la suite (Üsen est convergente sur R, uniformément convergente 
Sur tout segment [a, b] de R, et que sa fonction limite est solution de (E;) sur R. 


DEUXIÈME PARTIE. — COMPORTEMENT DES SOLUTIONS DE (E;) sur] — «, O[. 


Soit Y une solution non nulle de (E;) sur ]— ©, 0[. On se propose d'étudier les zéros de Y. 
Pour cela, on compare cette solution à la fonction Z définie sur ]— ,0[ par 


2 
Z(x) = (— x)" “cos Gc- a). 


1° Équation différentielle vérifiée par Z. | 
Montrer que Z vérifie sur ]— co, 0[ l'équation différentielle 


5 
"= nm | 
À (: ù a) 
2° Comparaison de Y et de Z. 
a) Soit x, et x, deux réels distincts (x, < x;), de ]— o,0[. Prouver que 


5 (YGZG) 
Z'OYE — Y'EZOE = [ PE 


X 


xo 


b) On suppose que x, et x, sont deux zéros consécutifs de la fonction Aer 
fonction Y reste strictement positive sur ]x,, x,[. Montrer que [Z'(x)Y (x) — Y'(x)Z(x)]::5! 
signe que Z sur l'intervalle ]x,, x. | . | 
. c) Déduire de ce qui précède que, si x, et x, sont deux zéros consécutifs de Z, alors Y s'annule 


dans ]x,, x,[. Montrer que Y admet dans ]— œ,0{ une infinité de zéros. 


I 
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TROISIÈME PARTIE. — (COMPORTEMENT DES SOLUTIONS BORNÉES DE (E:;) AU VOISINAGE DE + 00. 


1° Espace vectoriel des solutions de (E,;) bornées sur (0, + of. 
a) Montrer que les solutions A et B de (E,) ne sont pas bornées sur [0, + ol. 


b) En déduire que le sous-espace vectoriel des solutions de (E;) qui sont bornées sur [0, + of 
est de dimension 1 au plus. 

Dans ce qui suit, une telle solution bornée est mise en évidence par une représentation intégrale, 
et on étudie son comportement au voisinage de + co. 


2° Transformation de (E,) sur ]0, + ol. 
Soit y une solution de (E,) sur ]0, + of, et z la fonction définie sur ]0, + œo[ par 


2 
y(x) = ex (- Sa 
Montrer que cette fonction z est solution sur ]0, + œ[ de l'équation différentielle 


(E;) z" — 2 ,/xz — z = 0. 


Pour tout x strictement positif, on pose 


| IG) = [Ten x 6) cos (se 


3° Étude de La fonction I sur ]0, + of. 
Pour tout entier n > 1, et pour tout x € ]0, + of, on pose 


I, (x) = [ exp (— J> t?) cos () dt. 


a) Prouver la convergence de l'intégrale I(x) pour tout x strictement positif. 


b) Montrer que la suite de fonctions (1,) converge uniformément vers la fonction I sur un 
intervalle que l'on précisera. 


c) Prouver que les fonctions I, sont de classe C' sur ]0, + œf[ et que la suite (1;) des fonctions 
dérivées converge uniformément sur tout intervalle [a, b] inclus dans ]0, + œo[. En déduire l'existence 
de la fonction dérivée I’ de I sur ]0, + œf, et son expression sous forme d’une intégrale. 


d) Prouver que I‘ est également définie sur ]0, + œ[ par 


l'(x) = — [rent xt) in (5) ar. 


e) Prouver que la fonction I.est de classe C? sur ]0, + of, et qu’elle est solution sur cet 
intervalle de l'équation différentielle (E;). 


4° Expression intégrale des solutions bornées de (E,) sur ]0, + of. 
a) Montrer que la fonction y définie sur ]0, + œ{ par 


yG) = exp ( - 16) 


est solution de (E,) sur ]0, + of. Déterminer sa limite lorsque x tend vers + oo. 
b) Que peut-on en déduire concernant l'ensemble des solutions bornées de (E,) sur ]0, + œo[? 


5° Étude du comportement de I au voisinage de + co. 


Dans ce qui suit, on admet sans démonstration les résultats numériques suivants : 


+o TI + © [l , I TI 
[ e”“ du = de. VneN*, [ e”“u*" du = C — )(e — ;) ... IV 
L] 0 
a) En majorant l'intégrale 
t 
—]— 1|dr, 


déterminer un équivalent de I(x) lorsque x tend vers + co. 


+ 


[ac ro 


b) Plus généralement, déterminer un nombre réel À et une suite (5,) tels que, au voisinage de 
n 


ô ‘ Ne ô, 
1(x) = » MOTS soit majorée par . sil 


+ œ, et quel que soit l'entier n > 0, la différence RTTTET 
. k-0 


pue 
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CORRIGÉ ET COMMENTAIRES 


1° a) L'application (x, y) + xy de R' dans R étant continue, il en résulte l'existence des solutions 
uniques À et B définies sur R avec A(0) = 1, A‘(0) = 0, B(0) = 0, B‘(0) = 1. On sait aussi que 
l'ensemble des solutions de (E;) définies sur R forment un R-espace. vectoriel de dimension 2 et, 
comme A ct B sont linéairement indépendantes, c'est une base de cet espace. 


Rappelons le principe des conditions initiales dans le cas des équations linéaires. 


Théorème : soit | un intervalle réel, soient a et b des applications continues de 

dans R ; soit S l'ensemble des solutions de l'équation différentielle : 

y" + a(x)y' + b(x)y = 0. Alors S est un espace vectoriel réel de dimension 2. 

Pour tout x, de I, l'application qui à f associe le couple (f(x), F’ (Xo)) est un iso- 
\ _ morphisme de S sur ÆR?. 


b) Si y(x) = Y u,x", on a 
n=-0 
P'@) = D nn — lux"? = 2u, + Y On + 2)(n + 3ju,-,x"*! 
n=1 n-0 
et, comme xy(x) = Ÿ u,x"*!, il en résulte 
n=0 


u, = 0 et (n + 2)(n + 3ju,,, = u,. 


Ces relations déterminent la suite (u,) connaissant u, et u,, on constate aussi que les séries ainsi 
obtenues sont de rayon de convergence + . 


c) Dans le résultat précédent, avec u, = 1, u, = 0, on obtient 
l 
y(x) = Y ax” avec a =l et on - 5) a, = 4,-, pour n > ll: 
n=0 


il en résulte 
1 


a, = 9"(n Da, pour tout n > 0. 


Comme y(0) = 1, y'(0) = 1, la somme de cette série est A(x). 
De même, avec u, = 0, u, = 1, on obtient 
n 4 © ee : 1 ÿ s'4 J 
pQ) = 5 bx"*! avec % = I et on + se. = b,., pourn>l. 
n-0 
il en résulte 
l 
b, = 9" DB, pour tout n > 0. 
Comme y(0) = 0, y‘(0) = 1, la somme de cette série est B(x). 


d) À et B forment une base de À et, comme A et B sont développables en sèrie entière sur À. 
tout élément de À est aussi développable en série entière sur R. 


2'<a) Posons 


F(x) = [ (F ft) a) du, G(x) = [ (NX — Df(D dr = ‘| tf (0 dr — [ tt de. 
0 0 0 (] 0 


a 


Les applications de R dans R 1 SJ), 1 Pf( et u -[ ff () dt étant continues, les 


0 
fonctions F et G sont dérivables et on a 


Fo = [ dt, GE) = [ ISO de + x f (x) — x (x) = F'(x); 
( 0 
comme F(0) = G(0) = 0, il en résulte F(x) = G(x) pour tout x. 

8) De la relation y"(x) = xy(x), on obtient par intégration, vu la continuité des fonctions, 


Y@ = D; + | sy) dt, D, constante, puis 


YG) = D, + D,(x) + [ 


{[ ty(t) a) du = D, + D,x + [ t(x — t)y(r) dr. 


c) Si y est continue, il résulte du 2° a) qu'elle est aussi dérivable, avec y'(x) = D, + [ ty(o) dt, 
0 
puis que }' est dérivable avec y" (x) = xy(x). 


La formule de Taylor avec reste intégral donne immédiatement la solution du 
problème 
A 


y" = g(x), y(0) = D;, y’ (0) = D; 


c'est y = f(x) avec f(x) = D, + D, x + | (x — t)g(t) dt. 
0 


3 a) Si U,(x) = 1, D, = 1, D,=0,ona 


x 3 
UG=1+ fa pars 1+ nr + a 
0 


Montrons par récurrence sur n que U,(x) = Y a,xŸ; c'est vrai pour n 


; 0 et 1, si c’est vrai 
p=0 


pour le rang n, on a 


t) dt 


U,.,0x) = 1 + [re — 0) ÿ au) ar 1 + > a, || Lett(x 


et, comme 
Lr+ 2 Lop+ 3 |x 


+2 3p+3 


a 


x Ts Re Le 3p+3 
, GP + 2)Gp +3)” RAS 1 


zx 
a, | crt'(x — dt=a, 
0 


on a bien ce résultat. 
Si U,(x) = x, D, = 0, D, = 1, on montre de même que 


U,G) = À but, 


p-0 


© Dans le premier cas, U,(x) est la somme des n + 1 premiers termes de la série de A(x) et, dans 
le deuxième cas, c'est celle de la série de B(x). Il en résulte immédiatement (propriété classique des 
séries entières) que la suite (U,) converge uniformément sur {a, b] vers À dans le premier cas et vers 
B dans le second cas. 


6) L'inégalité proposée est vraie au rang 1; par récurrence, on la suppose vraie au rang n, 


IU,,,(x) ra U, (x) < Ka,lx|*, 


alors U,,,(x) — U,,,(x) = [ t(x — 0)(U,,,(0 — U,(r)) dt donne, si x > 0, 


0 


pie 


te 


[U,42(x) — U,s(x)l < Ka. | (x — 0e" dt = Ka,,,lxl""** 


0 
(cf. 3° a)). Ce résultat reste valable pour x < O (poser x = — x'.et faire le changement de variable 
de ten — 1). 
c) Soit y tel que [a, b] € [— y, y]; alors, pour tout x e [a, b], on a 


[U,.,(x) . U, (x) < Kass1Y". 


Cette inégalité prouve que la série de terme général U,,,(x) — U,(x), dont la somme des n 
premiers termes est U,,,(x) — U,(x), converge normalement sur [a, b] (convergence de la série de A 
en y), donc uniformément et il en est de même de la suite (U,). 

Soit U(x) = lim U,(x); comme les fonctions U, sont continues, il résulte de ce qui précède 

n— + 


que U est continue sur [a, b], donc sur R. De plus, on a 


[re — t) U(«) dt — [re = ou. 


< sup [U(t) — U,(t)l [ex —t)dt < L sup [U(e) — U,(c)|, 


tel y.vl 1EL-Y.Y 


pour tout xe [a, b]; il en résulte que 


lim [re — t)U,(t) dt = [re — 1)U(r) dt. 


n—- +0 


Par suite, pour tout xeR, 


U(x) = D, + D,(x) + [re — DU(r) dt 


et U est solution de (E,) sur R (cf. I. 2° c)). 


On peut exprimer en terme de normes sur les espaces de fonctions les résultats 
de ces questions. 

Soit @ l'espace vectoriel des applications continues de R dans RR. 

Pour toute f de €, on pose L f(x) = | t(x — t)f(t)dt. On obtient ainsi une 


0 
application linéaire de € dans €. 


Pour tous y > Oet f de C,onposeu,(f) = Sup |f(x)| ; pour toute appli- 
x€C-v1:7] 


cation linéaire T de © dans €, on note v, (T) la norme d'opérateur associée à pu, 
(éventuellement +) 


v, (M) = Sup : fEC, f n'est pas nulle sur [ —Y, y] 


u, (f) 
Notons 6, l'élément particulier 8, (x) = a, x”. 

On montre facilement que pour tout non a:Lô, = 6,,1. 
Soit f dans € ; supposons que pour tout x de [ —+, y], 


ona |f(x)|< c|8,(x)| :; 
comme 6, a un signe constant entre 0 et x, 
ona n(f) < cu, (6:):= ca,7". 
Par récurrence facile nu," f) < a, vu. (y: 


ceci est vrai pour toute f donc v,(L”) < a,y°””. 
Soit une série de fonctions ps u, telle que u, est dans € et pour tout n: 
Uns = bu. 


pics 
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On a u,(u,) < a,” 

donc la série >, u, converge ro ne sur [—7, y]. En fait elle converge 

sur tout segment réel et sa somme est donc un élément de €. 

Soient g et p, dans € : 

posons pour tout n Pnsi = 9 + Ly, 

soit Un = Past — Pa ona Lu, = U,,:. 

D'après ce qui précède la série >, u, converge normalement sur tout segment 
n-1 


réel. Comme @, = ü, + > u,, la suite p, converge uniformément sur tout 


k=0 x 
segment. Soit @ sa limite ; @ est dans € ; soit x un réel : on a [t(x — t)| < — 
pour tout t'entre 0 et x: x 
on a donc |Lœ(x) — Lp,(x)| < 14 (p — p,) avec y = |x|. 


<. montre ainsi que pour tout x, Le: (x) tend vers L(x) et donc que, 


= g + Lo. 
énant g(x) = D, + D, xet u, = 0, cela signifie que æ est la solution du pro- 
blème de Cauchy 
Y® = xy:Y(0) = D; et y’(0) = 


209 9° = (eos (- n°), 


d'où 
1 -3 1 2 3 
ZX D = 220) 9 À = (= xt sin Gc- n°), 
Z'G)(- x) * - a ZG- x)" = sin Gc- n°), 
Z'G(- x») - DZ D = — (- xt cos Gc- »), 
Z' (= x) 4 = (- C9 + EC 3) zç0. 
et enfin 


Z”(x) = (x + =) Z(x). 


2° a) Posons 
PDG) = Z')Y (x) — Y'(x)Z(x), 


© est dérivable et on a 


D'(x) = Z'(x)Y (x) — Y'(x)Z(x) = —- RE Y CZ() ; 


xi] donne, par intégration, 


s 
16x° 


D(xi) — D(xs) = 


5 fi Y(x)Z(x) 
16 [ dx 


x? 


b) Si Z(x) > O (resp. < 0) sur Jxo, xi[, la fonction x — 170) est à valeur > O0 (resp. < 0) 


sur ]x,, x, donc 


D(x,) — P(x,) > 0 (resp. < 0). 


pa 
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c) Supposons Z(x) > O0 sur ]x,,x.[, alors Z'(x,) > 0 et Z'(x,) < 0. Si Y n'a pas de zéro dans 
Jxo, X1[, on peut supposer Y(x) > 0 dans ]x,,xi[, donc Y(x,) >0, Y(xe) > 0; par la question 
précédente, on a 


Z')Y (x) > Z'(x6)Y (x0) > 0, 
ce qui est impossible car Z'(x,)Y(x,) < 0, donc Y s'annule dans ]x,, xi[. 
2 3 : se 
Les zéros de Z sont ceux de la fonction x — cos 37 x)? }; il y en a une infinité dans 


J— o,0[, donc Y admet une infinité de zéros dans ]— oo, 0[. 


On a affaire ici à une méthode importante pour trouver l'existence de zéros d'une 
solution d'une équation différentielle y” + qy = 0 et même aussi localiser ces 
zéros. 


Théorème : soient un segment [a, b] et des applications continues p et q de 
[a, b] dans R telles que pour tout x de [ a, b] on a p(x) < q(x). Soit f une solu- 
tion réelle de y” + p(x)y = 0 telle que f(a) = f(b) = 0, f ne s'annulant pas 
sur ]a, b[. Soit g une solution réelle de y” + q(x)y = 0. Alors g s'annule sur 
Ja, b[ sauf si g est proportionnelle à f (donc p = q). 

Preuve : f est réelle donc quitte à changer f en — f, on peut supposer f > 0 
sur ] a, b[. Supposons que g ne s'annule pas sur ] a, b[ ; alors g y a un signe cons- 
tant et l'on peut la supposer > 0 ; par continuité, on a g(a) > 0 et g(b) > 0. 


D'après la limite du taux d'accroissement on a f’(a) > O et f’(b) < 0. 
Le wronskien à = fg' — gf' vérifie 
ô(a) < 0, 6(b) > 0, 5° = (p — q)fg < 0. 


Donc & décroît d'une valeur <0 à une valeur >0 : & est la fonction nulle. 
Donc ô’ aussi est nulle sur [a, b] ; il en résulte que p — q est la fonction nulle 
sur ] a, b[ puis sur [a, b] par continuité. Donc f et g sont des solutions de la même 
équation différentielle : y” + py = 0 dont le wronskien est nul. Elles sont donc 
proportionnelles. 


> 


III 


1° a) Comme a,>0 à pour tout n, on a A(x)>1+a,x° pour tout x>0, donc 


lim A(x)= +; 


x-+o 


de même, lim B(x) = + œ car B(x) > b,x pour tout x > 0. Par suite, À et B sont non bornées 


sur [0, + œf. 

b) Comme A et B forment une base de l'espace des solutions de (E,), le sous-espace vectoriel 
des solutions de (E,) bornées sur [0, + œ[ est de dimension au plus 1. 

2° On peut écrire 


= ot} 
2) = [/x y) + Féep (sx), 
z"(x) = Lx yCx) + xy(x) + 2 Vx y + y"(x]exp É #i) 


#0) = 2/67 (x) — 5 70 = {y"(x) — xy(x)] exp Gi) = 0. 


| . L° | 
3° a) Soit x > O0, la fonction t —+ exp (— Vx 1?) cos + est continue sur [0, + œo[. On a 


DS 


exp (— at) 008€ < exp(— /xt*); 
lim t*exp(— NES = 0, 


t-+2 


œ qui assure la convergence de l'intégrale à la borne + oo. 
b) On a 
+o 


exp (— VE 1°) cos (5) dt. 


Soit « un réel > 0; pour tout x > a, on a 


IG) — L,(x) = [ 


+o 


GX) — I, (x)I < [ exp (— Jar)di 


(intégrale convergente). Comme lim [ exp (— at) dt = 0, la suite (1,) converge uniformément 


n—-+o 


vers Î sur tout intervalle [«, + of, & > 0, donc converge vers I sur 0, + of. 


c) On a 
La Pa (= atteste sl — /xt)co A} 
x P 3 |” fs exp ( x s 3 J 


, Re à 3 | 
l'application (t, x) + x {exp (— xt) cos + de [0, n] x ]0, +cof dans R est continue, donc I, est de 


classe C' et (dérivation sous le signe [) 
1 n t° 
1x) = —- ——© | t'exp(— t')cos | — |dt. 
Go 2 ] EYE (5) 
L'intégrale 
+ ra 
JG) = — —— [ t'exp(— ,/xt°) cos () dt 
2,/x Je 3 


est convergente pour tout x > O (preuve analogue à celle du 3° a)). On a 


il + 
IG) — JG) < — | exp (— /a°) di 
x x 2 Je | exp Va 


(3 
2e . il ile . ; 
(intégrale convergente); comme lim NE exp (— xt) dt = 0, la suite (1,) converge unifor- 
n-+o 2 a Jan 
mément sur {[«, + œo[ vers J. Il en résulte que I est de classe C' sur [x, + of et que I'(x) = J(x) 
pour tout x > «, donc sur JO, + ol. 
d) On a 


+ 3 
l'(x) = — Eexp(— x) cos + de. 


l 
2,/x de 


On peut écrire, pour x > 0, 


Ï +2 . : rl 
= exp ( Vxr) d sin = 


x 


l'(x) = - 


LE 


X 


3 
exp (— x) sin + 


— Le cexp (— xt) sin (5) dt, 


L2 
[Es 
car lim ETS xt) sin 5) = 0; il en résulte 


l'(x) = — [” texp (— Jxë) sin (5) de. 


VE 
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e) En utilisant le résultat précédent, on montre, comme pour I, que l'est de classe C! et que 


Î +o : r 
I"(x) = — exp (— xt) sin () dt pour tout x > 0. Pour tout x >0, on peut écrire 
2,/x Jo 
Gustification facile) 


l‘(x) = — 


+o 1 
t (— 1?) d cos (5) 
se * pie Vxr)(1 — 2,/xt] cos () dt 


+ 


= exp (— xt) cos (:) dt — [” texp (— ne cos () dt 
l 
2 


IG + 2,/xl'(x), 


donc I est solution de (E,) sur ]0, + ol. 


Soit une intégrale paramétrée définissant une fonction de x, x parcourant un inter- 


+ 


valle 1 : F(x9 = | f(x, t)dt. On suppose que f est EC” comme fonction de deux 


0 
variables. On suppose de plus que pour tout n de N, il existe une application 6, 


de [0, +œ[ dans R, telle que intégrale | 6,(t)dt converge et que pour 


0 
tout xdelona 


9" f 
sa D] < 0,60. 
ax 
Alors F est C° sur | et pour tout n ee 
FD (x) = | — (x, t)dt. 
o 0X 
P 
En effet, on pose F,, (x) = | f(x, t) dt pour tout entier p et 
0 
G, (x) = | er (x, t) dt. Un premier théorème de cours affirme que 
0 X p n 
FO = | x, t) dt. 
» (») Mere (x t) 
Comme |F®(x) — G,(x)| est majoré par &,, indépendant de x : 
Ére | 8, (t)dt, qui tend vers 0, la dérivée n-ième de F, converge uniformé- 
P 


ment sur | vers G,. On en déduit d'après un autre théorème de cours le résultat 
voulu. 


© 4*a) ÿ est solution de E, sur 1, + oo ainsi qu'il résulte du II. 2°. On a 


Cr 


2 ne 
oo < ep Sxt) | exp(—t*)dt pour x > 1; 
0 


il en résulte lim y(x) = 0. 
x+x 
b) Il existe une solution de (E;) définie sur R et coïncidant avec y sur ]0, + oo (conséquence 
de l'existence d'une solution unique de (E;) définie sur R prenant en un point ainsi que sa dérivée 
des valeurs données), donc y est bornée sur tout intervalle ]0, a], a > O et, comme lim y(x) = 0, y 


«tx 
est bornée sur ]0, + of. Il en résulte que l'ensemble des solutions de (E,) bornées sur ]0, + oo est 
| de dimension 1 et engendré par y. 
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5° a) On sait que 


La solution bornée de (E;) est définie à un facteur près. On peut prouver autre- 
ment son existence. 
A et B sont des fonctions non polynômiales qui sont des sommes de séries entiè- 
res à coefficients positifs. Elles tendent vers + en + ; il en est de même de 
leurs dérivées. 
Le wronskien de A et de B est constant 
si ô = AB’ — BA’ alors 6’ =0; 
comme &6(0) = 1 on a toujours AB’ — BA' = 1. 

A 


A’ —1 x 
Posons f=-—-etg=— ona f=— et g' = —: 
B g B'’ B? g B'’? 
1 
Donc f décroît et g croît. Comme f — g = BE’" f — gest positive et tend vers 


0 en +0. Il en résulte l'existence d'un a unique, limite commune de f et de g. 
Posons € = À — aB. C est une solution de (E;), € > 0, C'’ < 0 donc C décroît 
sur ]0, +[ en restant >0. Donc C est bornée. 
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[ant va 
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18 d'où 
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[ès Î 
cos — — [| dt < — exp (— xt)tf de ; 
-3 18 J, 


: u 
le changement de variable 1 = — donne 


xt 
+0 | ïl +x ui 
[ exp (— /xe)ts de de” exp (— u*)uf du = ES x = x #, 
0 x‘ 0 x‘ 
donc 
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Comme 
+2 $ il + " I 
[ e” Far = + | e”“ PAR 
° xt Jo xt 2 
on a 
I(x 
se qu 
ai Va x? 
LR 
ü 2 
ne Va 1 
et, comme lim — = 0, il en résulte que 7 * ‘est un équivalent de I(x) quand x tend vers + x. 


d'où 


x? 


b) Plus généralement, on a 
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I(x) _— Te 1 x a ot NS É7 à | oi dt} < ER. CRES x + a ex (— Xe) de 
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On a 


+2 il +x 
[ exp (— NET dt = =. exp (— u*)u* du = 
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Il en résulte 


1 5, 1 
Mn lleesele 
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Me ne CG “2 pour K2 1. 


Ce problème étudie de diverses façons l'équation différentielle 
y" — xy = 0. 
(a) Développement en série des solutions (partie 1). 


(b) Calcul d'une suite récurrente qui permet de donner une approximation des 
solutions (partie 1). 
Cette méthode s'emploie dans le cas non linéaire également. Soit le problème de 
Cauchy pour les fonctions vectorielles 
| V' = EG; Y) 
Y(Xo) = Yo, 
On utilise en fait l'équation intégrale 


x 


Y(x) = Yo + | F(t, Y(t))dt. 
On trouvera autour de x, la solution par passage à la limite de Y, (x) 
Yo(x) = Yo pourtoutn>0 Y,:1(X) = Yo + F(t, Y,(t))dt. 
(c) Une transformation définie en partie II permet d'étudier l'oscillation sur 
]-, O[ : il apparaît une infinité de zéros sur ]J—o, Of. 
(d) La mise des solutions sous forme intégrale (partie Ill) permet d'étudier leur 
comportement asymptotique en + oo. 


